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1. INTRODUCCION

Al aplicar las leyes de Kirchhoff a un circuito cualquiera de una malla el resultado es, en
general, una ecuacion diferencial. Los métodos de resolucion clasicos de ecuaciones
diferenciales proporcionan la solucién del problema eléctrico. Ahora bien, la intensidad de
corriente, que suele ser la incégnita, debida a una determinada tensién aplicada, viene dada
por una suma de dos funciones. Una de ellas corresponde a la intensidad del régimen
transitorio que, normalmente, se anula a las pocas fracciones de segundo, y la otra constituye
la intensidad en régimen permanente, la cual perdura mientras existe la excitacion.

El analisis de circuitos en régimen permanente senoidal tiene una gran importancia no solo
porque las tensiones que suministran los generadores son, muy aproximadamente, funciones
senoidales del tiempo, sino porque cualquier forma de onda periddica se puede sustituir por un
término constante y una serie de términos de senos y cosenos. Se trata del método de Fourier
de andlisis de formas de onda.

2. INTENSIDAD DE CORRIENTE Y TENSION SENOIDAL

En la siguiente tabla aparecen las tensiones en bornes de los tres elementos R, L y C puros
en el caso de que la corriente que circule por ellos sea de tipo senoidal.

Elemento Tension para i general Tension para i =1I,,.sen(w.t)
Resistencia vg = R.i vg = R.I,.sen(w.t)
Bobina di v, = w.L.I,.cos (w.t)

UL = L._
dt
Capacitor 1 I
P Ve = Ef i.dt Ve = a)_mC [— cos(w. t)]

En la siguiente tabla aparecen las intensidades de corriente por los tres elementos R, Ly C
puros en el caso de que la tension aplicada a cada uno de ellos sea de tipo senoidal.

Elemento Tension para i general Tension para v =V,,.sen(w.t)
Resistencia . _ v |4
lp = R ip = Fm.sen(w t)
Bobina ) 1 ) %4
i, = Zf v.dt ip = rml,[_ cos(w.t)]
Capacitor . dv ic = w.C.Vy.cos(w.t)
lc = CE

3. ANGULO DE FASE

Si tanto la tensiéon como la corriente son funciones senoidales del tiempo y se representan
graficamente con la misma escala de tiempos, aparece un desplazamiento relativo entre ambas
magnitudes que solo es nulo en el caso de tratarse de un elemento resistivo puro. Dicho
desplazamiento es el angulo de fase y nunca puede ser superior a 90° o T1/2 radianes. Por
convenio, al hablar del angulo de fase se considera el que forma la corriente con la tensién. En
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un capacitor, por ejemplo, la corriente adelanta 90°0 T1/2 radianes a la tension; en un circuito
serie RL, con R igual a w.L, la tension adelanta 45° 0 /4 radianes a la corriente (o bien la
corriente esté retrasada 45°respecto de la tensién ); en un resistencia pura, la corriente esta en
fase con la tension, etc.

3.1 CIRCUITO RESISTIVO PURO

En un circuito resistivo puro la intensidad de corriente y la tension estan en fase.

Corriente
% ciclo
(270°)

4 {

1, .
4de ciclo

J' (90°)

V=V sen 2nft
I= I, sen 2nft

.sen(w.t) = G.V,.sen(w.t) =1,.sen(w.t)

V, valor pico o maximo de v(t).
l, = G.V, = V,/R valor pico de la ig(t).
G = 1/R [S] conductancia.
w = 2.1r.f [rad/seq] frecuencia angular.
En un circuito resistivo puro la respuesta siempre tiene igual forma de onda que la
excitacion, ademas, si la excitacion es senoidal, la respuesta esté en fase.

3.2 CIRCUITO INDUCTIVO PURO

En un circuito inductivo puro la intensidad de corriente retrasa 90°0 /2 rad. respecto de la
tension.

=== =

Voltaje

Corriente
f
% ciclo \L
{207}

V= v sen 2ast
I= I sen (2rnft- 90°)
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di(t)
dt

v, (t) = L.

t 0 t
i (t) = %J_ v(t).dt = %f_ v(t).dt +%Jo v(t).dt

t t

v(t).dt =i, (0) + %fo V,.sen(w. t).dt

1
W0 =00+ [

Vo
i,(t) =i,(0)— oL 08 (w.t)

iL(0) es la corriente que circula por la bobina en t=0 (corriente inicial). Si suponemos i_(0)=0,
tenemos que:

. Vo Vo T
i (t) = —m.cos(a).t) = —)TL.cos(a).t) =1I,.sen(w.t _E)

X, reactancia inductiva [Q].
w = 2.1r.f [rad/seq] frecuencia angular.

En un circuito inductivo puro con excitacion senoidal, la corriente estd atrasada 90° con
respecto a la tensién a los bornes de la bobina, siendo ambas de igual forma de onda.

X_ es un factor de proporcionalidad entre excitacion y respuesta. Si L es constante, un
cambio de frecuencia de la excitacion hace variar X, y en consecuencia el valor maximo de la
respuesta.

3.3 CIRCUITO CAPACITIVO PURO

En un circuito capacitivo puro la intensidad de corriente adelanta 90°0 /2 rad. respecto de
la tension.

Voltaje

E' C VC | \ /_ Cnrrietnle

4 Vi [de ciclo
’ (907

V=V sen 2njft
I=| sen (2nft + 90°)

1
ve(t) = E.f i(t).dt

dv() = C.i [V,.sen(w.t)] = w.C.V,.cos (w.t)

i) =C——=Cx

I8 s
ic(t) = w.C.V,.cos(w.t) = w.C.V,.sen (a).t + E) =],.sen(w.t + E)
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B¢ = w.C susceptancia capacitiva [S].
w = 2.1r.f [rad/seq] frecuencia angular.
Xc=1/w.C reactancia capacititva [Q].

En un circuito capacitivo puro con excitacion senoidal, la corriente esta adelantada 90° con
respecto a la tensién a los bornes del capacitor, siendo ambas de igual forma de onda.

Tanto Xc como B¢ son factores de proporcionalidad entre los valores maximos de tension y
corriente en un circuito capacitivo. Al variar la frecuencia de excitacion la B¢ varia en forma
lineal y la X¢ lo hace hiperbélicamente.

4. VALORES MEDIO Y EFICAZ
4.1 VALOR MEDIO

El valor medio Y,q de una funcion periddica y(t) de periodo T es, por definicion:
T

1
Yimea = Tf y(0).dt
0

4.2 VALOR EFICAZ

Al circular una corriente de intensidad i(t) por un elemento resistivo puro de resistencia R,
éste disipa una potencia p(t) con un valor medio P. Pues bien, esta misma potencia P la puede
disipar una corriente constante de intensidad | circulando por dicha R. En estas condiciones,
diremos que i(t) tiene un valor eficaz I equivalente a la corriente constante I. Lo mismo
diriamos respecto de la tension eficaz V. Matematicamente, dada la funcién y(t) de periodo T,
su valor eficaz (o raiz cuadratica media) es, por definicion,

1 T
Yef = —f y2(t).dt
T Jo
El valor eficaz de las funciones a.sen(w.t) y a.cos(w.t) durante un periodo es a/\/7

4.3 FACTOR DE FORMA

El factor de forma de una onda es la relacién entre los valores eficaz y medio de la misma.

1.7
Y, /Tfo y2(t).dt

Ymea %fOTy(t).dt

Factor de forma =

Aquellas formas de onda cuyos semiperiodos son simétricos con respecto al eje de los
tiempos, tienen un valor medio igual a cero. Para salvar la dificultad en este tipo de ondas, de
las que la funcion seno es el ejemplo mas caracteristico, se suele tomar el valor medio del
semiperiodo positivo. Este valor se llama valor medio de un semiciclo.

5. IMPEDANCIA COMPLEJA Y NOTACION FASORIAL

Las sefiales senoidales se expresan facilmente en términos de fasores, los cuales son mas
convenientes para trabajar con las funciones seno y coseno. Un fasor es un nimero complejo
que representa una senoide en amplitud y fase. Los fasores proporcionan un medio simple
para analizar los circuitos lineales excitados por fuentes senoidales; en otro caso, las
soluciones de tales circuitos serian inmanejables.

2012 4° B — Electrénica 6



E.E.T N° 460 “Guillermo Lehmann”

Departamento de Electrénica

Circuitos Eléctricos y Redes

5.1 NOTACION FASORIAL

Consideremos la funcién tensién v(t)=V.e"". Representa un nimero complejo (identidad de
Euler) que depende del tiempo, sin embargo, su modulo es constante e igual a V. A
continuacion se realiza la proyeccién sobre el eje imaginario, como funcién del tiempo del
segmento giratorio.

Im v(r) = Re( Ve /™)
A A

Sk |

A\

Rotation at e rad+s

En efecto, para w constante, el segmento gira en sentido contrario al de las agujas del reloj
con velocidad angular constante. Si observamos las proyecciones de este segmento giratorio
sobre los ejes real e imaginario, veremos que coinciden con los términos coseno y seno,
respectivamente, de €' dados por la férmula de Euler.

Anteriormente vimos que por un circuito serie RL al que se le aplica una tension
V(t)=Vn.sen(w.t+®) circula una corriente i(t)=I,.sen(w.t-6) que est4 retrasada un angulo (®+6)
respecto de la tension. Este angulo de fase depende de las constantes del circuito y de la
frecuencia de la tensién aplicada, pero nunca puede ser mayor de 90° o0 /2 radianes. En la
siguiente figura se muestra un par de segmentos dirigidos que giran en el plano complejo en
sentido contrario al de las agujas del reloj con velocidad angular constante w. Como los dos
tienen la misma velocidad, el angulo que forman, o fase, permanece constante. Ademas, por el
sentido de giro se deduce que la corriente esta retrasada respecto de la tension. Tal
representacion grafica de fasores se conoce como diagrama fasorial .

Eje imaginario

» Eje real

/ Direccién de retraso
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Consideremos ahora que a un circuito con una Z = z.e® se le aplica la siguiente excitacidn
mediante una fuente externa:

v(t) = V,.cos(w.t + @) = Re[V,.e/(@t+0)]
Donde @ es el angulo de fase inicial para t = 0.

En estas circunstancias la corriente circulante en el circuito seria:
Jj(w.t+0)
o _Voe _(%\ jwtro-0) _ j(w.t+9-6)
i(t) = o = .e =1I,e
z.el z
La expresién anterior esta en el dominio del tiempo ya que éste aparece implicitamente en
la expresion, pudiendo representarse mediante fasores giratorios. Multiplicando la ecuacion
anterior por ™" a los efectos de eliminar el tiempo de la misma, la expresién quedara de la
siguiente manera:
v ej(a).t+®)
e—jw.t o _ e—jw.t (I ej(a).t+(2)—9))
. . - . O-
z.el?

V,.el?

2 . el@-9)
z.el® ¢
La ecuacion anterior es la transformada al dominio de la frecuencia, ya que es evidente que

en ella no aparece el tiempo, donde

" |7A
V2

se denomina fasor representativo de la tensién, y no es un fasor giratorio ya que en él no
intervienen la variable tiempo. De igual manera

1,.e7©@=0) = %4(@ —0) =1I;2(0—6)

se denomina fasor representativo de la corriente, y tampoco es un fasor giratorio. En ésta
expresion se resalta perfectamente que se esta trabajando en el dominio de la frecuencia, ya
que el angulo 6 de la impedancia depende de la frecuencia y en consecuencia también
depende de ella la corriente.

De lo visto, surge que podriamos representar a la impedancia de un circuito, definiéndola
como la relacién entre los fasores de tensién y de corriente.
Ver
Z=—
lop

La expresion anterior relaciona las magnitudes complejas V¢, Z € lg;, €n consecuencia
deben considerarse a las mismas con su moédulo y argumento.

La ecuacién anterior es el equivalente fasorial de la ley de Ohm, por lo que cominmente se
la denomina forma compleja o forma vectorial de la ley de Ohm. Es necesario destacar que
tanto Vg como lg no son voltaje ni corriente, solamente son fasores representativos de las
mismas, ya que los voltajes y las corrientes son funciones reales del tiempo, mientras que V¢ e
lef N0 son magnitudes reales y solo dependen de la frecuencia.

Finalmente, se debe tener presente que un analisis fasorial se aplica sélo cuando la
frecuencia es constante; esto se aplica al manipular dos 0 mas sefiales senoidales de la misma
frecuencia.
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5.2 IMPEDANCIA COMPLEJA

Ahora se sabe representar un voltaje o una corriente en el dominio fasorial o de frecuencia,
¢,como se aplica esto a los circuitos que involucran los elementos pasivos R, L y C? Lo que se
necesita hacer es transformar la relacion voltaje-corriente del dominio tiempo, al dominio de
frecuencia para cada elemento.

Iniciando con la resistencia. Si la corriente a través de una resistencia R es
i(t)=l,.cos(w.t+@®), el voltaje a través de ella esta dada por ley de Ohm como:

v(t) =i(t).R =R.1,.cos (w.t + @)

La forma fasorial de este voltaje es:

V=R.I;20
El diagrama fasorial para un circuito resistivo puro es el siguiente:
Im A
v
I
b
0 Re

Para un inductor L, si la corriente a través de ella es i(t)=l,.cos(w.t+®), el voltaje a través del
inductor es:

di

v(t) = L= = —w.LIp.sen (.t + ?)

Utilizando la identidad trigonométrica,
—send = cos (A + 90°)
v(t) = w.L.1,.cos (w.t + @+ 90°)
La ecuacion anterior se convierte a notacion fasorial y se obtiene
V=jwLlss®=jX;. los20

Donde X, se denomina reactancia inductiva y su unidad es el Ohm [Q]. La ecuacion
anterior muestra que la tensién tiene una magnitud de w.L.l¢ y una fase ® + 90° El voltaje y la
corriente estan 90° fuera de fase. Especificamente la corriente atrasa 90° respecto de la
tension. En la siguiente figura se observa el diagrama fasorial de tension-corriente para un
circuito inductivo puro.

Im A

,,. X

Y
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Para un capacitor C, suponga que el voltaje en terminales v(t)=V,.cos(w.t+®). La corriente a
través del capacitor es:

) dv
i(t) = Ca
Siguiendo el mismo desarrollo que se realizé para un inductor, se obtiene:
_ ls2@ 1

c Ief4¢:]XC1€fL®

" jw.C  jw.C

Donde Xc se denomina reactancia capacitiva y su unidad es el Ohm [Q]. El voltaje y la
corriente estan 90° fuera de fase. Especificamente la corriente adelanta 90° respecto de la
tension. En la siguiente figura se observa el diagrama fasorial de tension-corriente para un
circuito capacitivo puro.

Im A

1 N

‘_.l'

5.3 IMPEDANCIA'Y ADMITANCIA

De las expresiones anteriores se deduce que la impedancia es una magnitud compleja, por
lo que genéricamente se expresa de la siguiente manera:

Z(jw) = Re[Z(jw)] + jIm[Z(jw)]

La parte imaginaria de la impedancia compleja se denomina reactancia y se representa con
la letra X, siendo el Q (ohm) su unidad de medida. De los célculos anteriores surgen las
siguientes expresiones:

Z,(jw) = jw.L = jX;
Donde X, se denomina reactancia inductiva
. 1 .
Ze(jw) = _Jm = —jXc
Donde Xc se denomina reactancia capacitiva .

La parte real de la impedancia compleja se denomina resistencia del circuito y se utiliza para
simbolizarla la letra R, y su unidad de medida es el Q (ohm) y no depende de la frecuencia de
la fuente con que se excita al circuito.

1
Z(jw)=R+j[w.L—m] =R+ j[X, — X.]

Como la impedancia es un nimero complejo, se la puede representar por un punto en el
plano complejo en una grafica denominada diagrama de impedancias
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Imaginary
'R!.
'Z.F, ij
L 0
1 R!. * Real
Imaginary
4 R
» Real
R. ¢ j
zZ “oC
T C |

A la R le corresponde un punto sobre el eje real positivo ya que la resistencia no puede ser
negativa. La X, se representa por un punto sobre el eje imaginario positivo y Xc por un punto
sobre el eje imaginario negativo. En general, la impedancia compleja esta ubicada en el primer
0 en el cuarto cuadrante, dependiendo ello de los elementos que conforman el circuito
analizado.

El angulo 6 varia entre 90° (11/2 rad.) para un circuito inductivo puro y -90° (- 1/2 rad.) para
un circuito capacitivo puro. De lo dicho se deduce que los circuitos inductivos y capacitivos
puros solamente tienen reactancia, mientras que los resistivos puros solamente tienen
resistencia.

La reciproca de la impedancia compleja se denomina admitancia compleja y se representa
por la letra Y cuya expresion es la siguiente:

1
Y(Jw) =———=<=RelY(w)] +jim|[Y(jw
() = 750y = RelY Gl + jimlY )]
La parte imaginaria de la admitancia compleja se denomina susceptancia y se utiliza la
letra B para representarla y su unidad de medida es el Siemens [S = Q'l].

. 1 1 1 .
(o) = Z;(jw) =ja).L = .l /B
Donde B, se denomina susceptancia inductiva
. 1 1 . .
Ye(w) :Zc(ja)) = _.L=Jﬂ)-c = JBc
Jw.C

Donde B¢ se denomina susceptancia capacitiva

Las susceptancias son funcién de la frecuencia de la fuente de excitacion aplicada. La parte
real de la admitancia se denomina conductancia Yy se representa con la letra G y su unidad de
medida es el Siemens [S = Q7]

| = 6+ jiBe - 5]

Y(jw) =6 +j|w.c——
) =6+ [on.C =
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5.4 RELACION ENTRE LAS IMPEDANCIAS Y LAS ADMITANCIAS
1 1 R—jX

Yo = ey = VB = iy " RE s 12
De la ecuacion anterior se deducen las siguientes igualdades:
R
“=rixz
—-X
b=rere

Conociendo las componentes de Z, a partir de las ecuaciones anteriores pueden
encontrarse cada una de las componentes de la admitancia.

Es necesario destacar que G no es la reciproca de R a menos que el circuito resistivo puro
(X =0) en cuyo caso G = 1/R.

Igualmente B no es la reciproca de X a menos que R = 0. De manera similar, se obtienen
las siguientes relaciones:

1 1 _ G-jB
Y(jw) G+jB G?+ B2

De la ecuacion anterior se deducen las siguientes igualdades:

Z(jw) =R+ jX =

R G
~ G?+ B?
o "B

~ G?+ B2
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